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Soru 1) F bir halka ve f(x) € F[x] in derecesi
n ise, F te, f(x) in en gok n kokiiniin bulunup
bulunmayacagina 6rnek veriniz. (20 puan)

Ozel olarak F bir cisim ise f(x) in en ¢ok n
kokiinin bulundugunu biliyoruz. Ornegin R de veya
Q da, x?-1 polinomunun iki koki vardir.

F sadece bir halka ise bu dogru olmayabilir.
Ornegin x%-1 polinomunun Zis de 1, 4, 11 ve 14
seklinde dort koki mevcuttur ve bu polinomun
derecesi olan 2 den fazladir.

Soru 2) p asal iken Zp nin bir tamlik balgesi
oldugunu gosteriniz. (20 puan)

Eger Z, de [a][b]=0 isebu ab=0 (p)
anlamina gelir. Yani p, ab nin bir bélenidir. O
halde p, ya a nin yada b nin bir bélenidir.
Baska bir deyisle [a]=0 veya [b]=0 dir.

Soru 3) Asagidaki kavramlari tanimlayiniz.
(20 puan)
F[x] te obeb: F bir cisim ve f(x), g(x) € R[x]
olsun. f(x) ve g(x) in en bliyiik ortak boleni (obeb),
e d(x), f(x) ve g(x) in bir ortak béleni, yani,
d|f ve dlg;
e c(x), f(x) ve g(x) in bir baska ortak baleni
iken c|d,
¢ d(x) in bagkatsayisi 1
ozelliklerine sahip bir d(x) € R[x] polinomudur.

Temel ideal bélgesi: R bir halka olsun. Eger R,
her ideali bir temel ideal olan bir bélge ise, R ye
bir temel ideal bélgesi denilir.

Soru 4) F bir cisim ise F[x] teki her bir
idealin bir temel ideal oldugunu géosteriniz.
(20 puan)

I, F[x] te bir ideal olsun. I = {0} ise I=
(0) dir. Yani O ile iiretilen temel idealdir. Eger
I {0} ise, I da derecesi en kiigiik olan bir
m(x) polinomu segelim. I = (m(x)) oldugunu
gostermek istiyoruz.

(m(x)) = I oldugu agiktir. Tersine I da bir
f(x) elemani alalim. Bdlme algoritmasi geregi,
r(x) =0 veya o(r) < o(m) olmak iizere

f(x) = g(x)m(x) + r(x)
olacak sekilde q(x) ve r(x) polinomlar: vardir.
r(x) = f(x) - g(x)m(x) e I dir. r(x) # 0 ise, bu
durumda m(x) in I daki en kiigik dereceli
polinom olusu ile gelisiriz. O halde r(x) =0 dir ve
f(x) = g(x)m(x) € (m(x)) elde ederiz.

Soru 5) F bir cisim ve f(x), g(x) € F[x] olsun.
Bu tfaktirde f ile g nin okekinin, (f)n(g) nin
birim  baskatsayill  ireteci  oldugunu
gosteriniz. (20 puan)

F[x] bir temel ideal bélgesi oldugundan,
birim baskatsayili bir m(x) € F[x] polinomu igin
(f) n(g) = (m) dir. m e (f) olusu belli bir r(x) e
F[x] igin m(x) = f(x)r(x) olusunu; m € (g) olusu
da belli bir s(x) € F[x] igin m(x) = g(x)s(x)
olusunu gerektirir. O halde m(x), hem f hem de
g nin bir ortak katidir. Son olarak, eger h(x), f
ile g nin bir baska ortak kati ise, h(x) = f(x)r'(x)
= g(x)s'(x) yazabiliriz. Buda h e (f) n (g9) = (m)
anlamina geleceginden m|h demektir.
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