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Soru 1) Siirekli iki fonksiyonun birlegiminin
de siirekli oldugunu gosteriniz. (20 puan)

f: Xa > Ym Ve 9. Ym — Z siirekli olsun. gof: Xq — Zs
fonksiyonunun stirekli oldugunu gostermek istiyoruz. A,
Zs uzayinda agik ise g siirekli oldugundan g(A), Ynm
de agiktir. O halde f siirekli oldugundan f1(g*(A)), X
de agiktir. Halbuki bu son kiime (gof)*(A) olup acik

olusu geregi gof fonksiyonunun siirekli oldugu goriiliir.

Soru 2) Siirekli bir fonksiyon agik kiimeleri
aglk kimelere gotirmek zorunda midir?
Ornekle agiklayiniz. (20 p)

Hayir. Ornegin f: R = R, f(x) = ¢ sabit fonksiyonu R
tizerindeki metrik uzaylar ne olursa olsun siirekli oldugu
halde, agik kiimeleri {c} tek nokta kiimesine gotiiriir ki
bu da kapalhidir.

Soru 3) Bir metrik uzayda yakinsak bir
dizinin limitinin tek oldugunu gosteriniz.

Tersine (x») dizisinin a ve b gibi iki noktaya yakinsadigini
varsayalim. Dolayisiyla, verilen her €0 sayisina karsilik,
her n > n; i¢in d(xn,a)< &/2 olacak bi¢giminde bir n1eN ve
her n > n, i¢in d(xn,b)< €/2 olacak bi¢iminde bir noeN
vardir. Eger no = max{ns,nz}olarak segilirse, her n > ng
icin
d(a,b) <d(a,xn) + d(Xn,b) < €/l2+ €/l2=¢

elde edilir, e>0 sayis1 keyfi oldugundan d(a,b) = 0 ve
dolayisiyla a = b dir.

Soru 4) Bir metrik uzayda yakinsak bir dizi
Cauchy dizisi midir? Agiklayiniz. (20 p)

(Xn), Xg metrik uzaymda yakinsak bir dizi olsun ve p €
X noktasina yakinsasin. Yakinsaklik geregi her ¢ > 0
sayisina karsilik her m, n > no igin d(Xnp) < &/2 ve
d(xmp) < €2 olacak sekilde bir no dogal sayisi
mevcuttur. O halde ayn1 no dogal sayisi i¢in
d(Xm,Xn) < d(Xm,p) + d(p,Xn)
<el2 +el2 =¢
olur ki bu da (xn) dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu

gosterir.

Soru 5) Q rasyonel sayilar kimesi R

alisiimis uzayinda baglantili midir?

G = (-, \/E) ve H= (\/E,OO) kiimeleri bu uzayda
aciktir. G ile H 1n birlesimi A =Q yu orter. G ile H
kesismez. Ayrica G ve H m Q nun elemanlarim
bulundurdugu agiktir. O halde G ve H kiimeleri A nin

bir ayrisimudir. Yani Q

rasyonel sayilar kiimesi R

uzayinda baglantisizdir.
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